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誤差分散のスタイン型改良
信頼区間の最適性について
永 田 靖
y-xβ+E, E-N(0,g2I)
1.はじめに
通常の回帰モデル
(1)
を考える.yはnxlベクトル,Xはnxk行列でランクはk,βはkxlベ
クトルで,Eはnxlの誤差ベクトルで正規分布 N(0,q2Ik)に従うとする.
β-(xJx)-1x'y,e-y-xβと表すとき,q2の通常の区間推定は,
･O-(;,;)
という形で行う (clとC2はcl<C2となる適当な定数)o
このL.を改良する信頼区間として,Nagata(1989,1995)は
min(ere,e+let/al
C2 Cl
(2)
) (3,
を考えたOここで,e*-y-Xβ書,e'-β+(X′X)-1月′[R(X'X)11R'｢1(r-
Rβ)である (Rおよびrは後で定義するpxk行列およびpxlベクトルで
ある)｡定数α書を
a' (n-k+p)log(C2/cl) (4)
768
と表すとき,Nagata(1995)は次の定理を示した｡
定理1(Nagata(1995)) α■>1であるなら,すべてのα∈(1,α●]に対して
Pr(q2∈Is(a))>Pr(q2∈Io)である.さらに,Pr(q2∈Is(a))はa∈(1,a']
について狭義の意味で単調増加する｡
Is(a)はIoに対して,信頼区間幅は小さくなり,信頼区間の上限と下限の
比は同じになっている点にも注意する｡信頼区間Is(a*)をスタイン型改良信
頼区間とよぶ｡
(3)式の信頼区間は次のようなアイディアに基づいているo βに関する次の
ような仮説
Ho:RP-rvs･Hl:RP# r (5)
を考える.Rは既知のpxk行列でそのランクはpであり,rは既知のpx1
ベクトルであるoこの仮説の通常の検定統計量は
F = (月β-r)'lR(X'x)-1R′1-1(RB-r)/p
e/e/(n-k)
(e+'e'-e/e)/p
ere/(n-k) (6)
であり,検定統計量Fは自由度(p,n-k)で非心パラメータが入-(Rβ-
r)'lR(X'X)~1R'l1(Rβ-r)/q2の非心F分布に従うO信頼区間 Is(a)にお
いて
-in{e,e,e･,e･/a)-〈…I･?e･/a話芸≡fzI1,i(':IE,'諾 (7,
となる.したがって,信頼区間Is(a)は,(5)の仮説を予備検定して,その結
果に基づいて信頼区間を構成していることになる｡
定理1は,信頼区間のクラスtIs(a):1<a≦aつのなかで,スタイン型改
良信頼区間Is(a')が信頼確率の意味で最良であることを意味している｡(7)
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式に基づいて,(a'-1)(n-k)/pに対応する有意水準を予備検定におけるセ
ミオプティマル･レベルとよぶ｡
本稿では,このクラスを広げて,クラス tIs(a):1<a<_∞)を考え
て,この中でスタイン型改良信頼区間の最適性を検討する｡α>α書の場合に
は,Is(a)とIs(a')の間には人に関して-様な優越性の関係は存在しないこ
とを示す.(02の点推定量についても同様な関係が存在する (Ohtani(1988),
Nagata(1997b)を参照)0)
スタイン型改良信頼区間に関するこの他の性質については Nagata(1995,
1996,1997a)を参照されたい｡また,このタイプの統計的推測上の問題に関
しては,MaataandCaSela(1990),Kubokawa(1994)なども参照されたい.
2.スタイン型改良信頼区間の最適性
m-n-kとおく｡Nagata(1995)は,min(e′e/q2,e'′e'/(aq2))の分布関数
として次式を導いた｡
F(C;a)=Pr? ? ?
?
(-in(e/e+le+q2Iaq2? ? ??? ? ??? Z晋~1(1-I)号+ill
×P(
m+ ???? ? ? ? ???
? ? ?? ? ???? ? 〉 ??? ???????
? ? ? ???
Kl
exp(一入/2)(A/2)I
(8)
(9)
ここで,
であり,P(I,･)は不完全ガンマ関数である (Abramowitz&Stegun(1972))a
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表l Zs(a)の信頼確率 ((rn,p)-(5,1)の啄金)
a a
???????????
????
?
?????
?
?
?
?
?
?
?
?
?
? ?? ?
?
?? ??
???
? ?
???
?
?
?
??
?
??
? ??? ????? ?????
?
?????
? ?
?
?
?
? ?
?
?
?
?
??? ??????? ????????? ???
.01 4.2516
.05 2.3216
.10 1.8120
.15 1.5776
.20 1.4356
2328' 1.3683++
.25 1.3384
.30 1.2672
.50 1.1056
.70 1.0333
*:セミオプティマル ･レベル,**:a'の値l
表2 Is(a)の信幸新妻率 ((m,p)-(5,3)の場合)
α α
? ???????????
?????????? ?? ?? ?? ?? ???? ? ?? ????????? ? ??? ?????? ???????????? ?????? ?? ????????
.01 8.2360
.05 4.2454
.10 3.1714
.20 2.3518
.30 1.9630
3519* 1.8244叫
.40 1.7188
.50 1.5442
.70 1.2984
辛:セミオプティマル ･レベル,**:a'の値
- 274-
誤差分散のスタイン型改良信頼区間の最適性について 771
表3 zs(a)の信頼確率 ((m,p)-(15,3)の場合)
α α
???????????
????????????????? ??????? ?????? ?? ???????? ????????????? ????? ??
.01 2.0834
.05 1.6574
.10 1.4980
.20 1.3498
.30 1.2672
319r 1.2544叫
.35 1.2362
.40 1.2096
.50 1.1652
,70 1.0963
*:セミオプティマル ･レベル,**:α*の値
表4 Is(a)の信頼確率 ((m,p)-(15,5)の場合)
α α
???????????
??????????? ??????? ? ? ???????? ? ???? ??? ????? ??????? ????? ? ??????? ??
,01 2.5187
.05 1.9670
.10 1.7577
.20 1.5600
.30 1.4473
.35 1.4047
3638+ 1.3938叫
.40 1.3673
.50 1.3037
.70 1.2004
*:セミオプティマル ･レベル,**:a事の値
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(8)式に基づいて,m -5,15,25,p-1,3,5の場合に,aおよび
人の値を様々に変化させて Is(a)の信頼確率を数値計算した.なお,定数
cl,C2はIoが信頼率95%の等確率信頼区間となるように設定している｡す
なわち,cl-x2(m,0.975),C2-x2(m,0.025)である (x2(m,α)は自由度
m の上側 100α%点)｡すべての場合に走性的な性質は同じであったので,
(m,p)-(5,1),(5,3),(15,3),(15,5)の結果を表1から表4に示す｡
表1から表4より次のことを観察することができる｡
(A)第1節で述べた定理の内容を確認することができる｡すなわち,A
を任意に固定したとき,すべてのa∈(1,a里こ対してPr(cr2∈Is(a))>
Pr(cr2∈Lo)(-.950)である｡さらに,Pr(q2∈Is(a))はa∈(1,a']に
ついて狭義の意味で単調増加する｡
(B)a>a'の場合は,ある人Oがあって,入<入Oに対してはPr(cr2∈
Is(a))<Pr(012∈Is(a'))であり,入>入Oに対してはPr(q2∈Is(a))>
Pr(cr2∈Is(a')であるo
(C)予備検定の有意水準が小さい場合には,人の値が小さいときIs(a)の
値は名目の信頼確率 (0.950)を下回るO
ここで,上の(B)の内容を入-0の場合に解析的に証明することができる｡
以下,その証明を述べる｡
まず,次の補助定理が必要である｡
補助定理 (Nagata(1989)) x2(i,)に従う確率変数xに対して
gy(a)-Pr(acl<x<ac2), (a>0)
とおく｡また,a(i,)- l/log(C2/cl)/(C2-C1)とおくOこのとき,9V(a)は
a∈(0,a(i,))について単調増加であり, a∈(a(Z/),0)について単調減少
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である｡
V-e'e/012,W-(e'′e'-eJe)/cr2とおくと,Vはx2(m)に従い,Wはx2(p)
(A-0の場合を考えている)に従う｡ここで,y-V+W,I-V/(V+W)と
おくと,yはx2(m+p)に従い,Zはパラメータ(m/2,p/2)のベータ分布に
独立に従う (A-0であることに再び注意)｡
α>α書とすると,次式が成り立つ｡
△ -Pr(q2∈zs(a))-pr(cr2∈Is(a'))
- pr(きくy<箸,Z≦去)+pr(acl<y<ac2,I,三)
-pr(苦くy<箸,Z≦去)-pr(a･cl<y<a･匂,I,去)
- △1+ △2 (10)
ここで,
Al- Pr(acl<y<ac2,-<Z<-a -a+三<Z≦去)
-pr(箸<y<箸,三< Z≦去)
･2- Pr(acl<y< ac2,I,去)
-pr(a･cl<y<a.C2,I,去)
である｡
yがx2(m+p)に従うこと,a*-(m+p)log(C2/cl)/(C2-C1)であること
に注意すれば,補助定理より△1<0,△2<0となることがわかる｡
以上より,次の結果を得る｡
定理2 a>a+のとき,A-0に対してPr(q∈Is(a))<Pr(J∈Is(a+)
が成り立つ｡
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以上より,スタイン型改良信頼区間Is(a'‖ま,クラスtIs(a):a>aつの
メンバーIs(a)とは人について互いに-様な優越性を有していない｡すなわ
ち,スタイン型改良信頼区間Is(a+‖まクラスtIs(a):1<a≦aつの中では
すべての人について最良であるけれども,それより広いクラスでの最良性は
成り立たない｡
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Optimality of the Stein Type Confidence
Interval ofVariance
Yasushi Nagata
In this paper the optimality of the Stein type confidence interval of
the disturbance variance among the class of pre-test confidence interval
after the pre-test for a linear hypothesis on coefficients is considered. The
Stein type confidence interval is a member in the class with a critical
value, say c. It is known that the Stein type confidence interval is the best
in the subclass which consists of the pre-test confidence intervals with a
smaller critical value than c. It is shown that an extension of the
optimality to a larger class is not possible.
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